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Ðåøåíèå çàäà÷ 11 êëàññà

Çàäà÷à �1. Ïóñòü z, u, v�ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ïðè êàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà
z, u, v ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë (x, y), óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ íåðàâåíñòâó vuy < zx.

Ðåøåíèå: Ïðîëîãàðèôìèðóåì ýòî íåðàâåíñòâî (÷èñëà u, v, z �ïîëîæèòåëüíûå, à
ôóíêöèÿ y = lnx� âîçðàñòàþùàÿ). ln v + y lnu < x ln z ⇒ y lnu < x ln z − ln v. Ïîëó-
÷èëè íåðàâåíñòâî äëÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïàðû (x, y) áûëè öåëûìè
ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè, ãðàôèê ëèíåéíîé
ôóíêöèè äîëæåí ðàñïîëàãàòüñÿ â ïåðâîé ÷åò-
âåðòè òàê, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñóíêå, à èíòå-
ðåñóþùàÿ íàñ îáëàñòü � çàøòðèõîâàíà. Ïóñòü

lnu > 0, òîãäà èìååì y <
ln z

lnu
x −

ln v

lnu
(ýòà ñè-

òóàöèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå). Åñëè lnu > 0,

u > 1, òî


−

ln v

lnu
> 0,

ln v

ln z
> 0;

⇒

{
ln v < 0,

ln z < 0;
⇒

{
0 < v < 1,

0 < z < 1.

Ñëó÷àé lnu < 0 ïðè ëþáûõ ln z è ln v çàäàåò íåîãðàíè÷åííóþ îáëàñòü èçìåíåíèÿ
(x, y), îí íå ðåàëèçóåì ïî óñëîâèþ çàäà÷è.

Îòâåò: u > 1, 0 < v < 1, 0 < z < 1.

Çàäà÷à �2. Íàéäèòå òî÷êè ïëîñêîñòè, îáå êîîðäèíàòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íàòó-
ðàëüíûìè ÷èñëàìè, ìåíüøèìè äâàäöàòè, è ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäèò ãðàôèê ôóíêöèè

y = 4 sin2

(
πx

12

)
. Óêàæèòå âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû è îáúÿñíèòå, ïî÷åìó íåò äðóãèõ

âàðèàíòîâ.

Ðåøåíèå: Âî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè y = 4 sin2

(
πx

12

)
âõîäèò òîëüêî ÷å-

òûðå íàòóðàëüíûõ ÷èñëà: 1, 2, 3 è 4. Ðåøèì äëÿ êàæäîãî èç íèõ ñîîòâåòñòâóþùåå
óðàâíåíèå.

1) 4 sin2

(
πx

12

)
= 1 ⇔ sin

(
πx

12

)
= ±

1

2
⇔

πx

12
= ±

π

6
+ πn, n ∈ Z ⇔ x = ±2 + 12n,

n ∈ Z; ïðîìåæóòêó [1; 19] ïðèíàäëåæàò êîðíè x = 2, x = 10 è x = 14;

2) 4 sin2

(
πx

12

)
= 2 ⇔ sin

(
πx

12

)
= ±

1
√
2
⇔

πx

12
= ±

π

4
+ πn, n ∈ Z ⇔ x = ±3 + 12n,

n ∈ Z; ïðîìåæóòêó [1; 19] ïðèíàäëåæàò êîðíè x = 3, x = 9 è x = 15;

3) 4 sin2

(
πx

12

)
= 3 ⇔ sin

(
πx

12

)
= ±
√
3

2
⇔

πx

12
= ±

π

3
+ πn, n ∈ Z ⇔ x = ±4 + 12n,

n ∈ Z; ïðîìåæóòêó [1; 19] ïðèíàäëåæàò êîðíè x = 4, x = 8 è x = 16;
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2) 4 sin2

(
πx

12

)
= 4 ⇔ sin

(
πx

12

)
= ±1 ⇔

πx

12
= ±

π

2
+ πn, n ∈ Z ⇔ x = ±6 + 12n,

n ∈ Z; ïðîìåæóòêó [1; 19] ïðèíàäëåæàò êîðíè x = 6 è x = 18.
Îòâåò: (2; 1), (3; 2), (4; 3), (6; 4), (8; 3), (9; 2), (10; 1), (14; 1), (15; 2), (16; 3), (18; 4).

Çàäà÷à �3. Íàéòè ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà

1

sinx
− 1

cosx
>
√
1 + (tg x− 1)2,

ïðèíàäëåæàùèå èíòåðâàëó

(
0;
π

2

)
.

Ðåøåíèå: ßñíî, ÷òî sinx 6= 0 è cosx 6= 0 ïðè âñåõ x ∈

(
0;
π

2

)
. Èçîáðàçèì ïåðâóþ

÷åòâåðòü åäèíè÷íîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îêðóæíîñòè è ïðîâåä¼ì äâå êàñàòåëüíûå ê
íåé â òî÷êàõ C(1; 0) è D(0; 1). Ïðîâåä¼ì ëó÷ ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò òî÷êå
O(0; 0) è îáðàçóþùèé óãîë â x ðàäèàí ñ îñüþ àáñöèññ. Ïóñòü îí ïåðåñåêàåò ïîñòðî-
åííûå êàñàòåëüíûå â òî÷êàõ A è B, òîãäà êîîðäèíàòû ýòèõ òî÷åê ðàâíû A(1; tg x) è
B(ctg x; 1), ïðè ýòîì ðàññòîÿíèÿ îò ýòèõ òî÷åê äî íà÷àëà êîîðäèíàò ðàâíû

OA =
√
12 + tg2 x =

1√
cos2 x

=
1

cosx
,

OB =
√

ctg2 x+ 12 =
1√
sin2 x

=
1

sinx
.

Òîãäà äëèíà îòðåçêà AB ðàâíà ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà, òî åñòü

AB = OB −OA =
1

sinx
− 1

cosx
.

Çàìåòèì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíîé, òî åñòü ñïðà-

âåäëèâî íåðàâåíñòâî cosx > sinx, îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî x ∈

(
0;
π

4

)
. Òàêæå çàìåòèì,

÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ðàâíà äëèíå îòðåçêà AD, òî åñòü

AD =
√

(1− 0)2 + (tg x− 1)2 =
√

1 + (tg x− 1)2.

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî äëèíà îòðåçêà AB äîëæíà áûòü áîëüøå
äëèíû îòðåçêà AD. Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ, ÷òî ïðîåêöèÿ EB îòðåçêà
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AB íà ïðÿìóþ BD äîëæíà áûòü áîëüøå ïðîåêöèè DE îòðåçêà AD íà ïðÿìóþ BD.
Ïîñëåäíåå óñëîâèå âûïîëíèòñÿ, åñëè è òîëüêî åñëè àáñöèññà òî÷êè B áóäåò áîëüøå

2, ÷òî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó ctg x > 2, èëè 0 < tg x <
1

2
, èëè 0 < x arctg

1

2
, òî

åñòü x ∈

(
0; arctg

1

2

)
.

Îòâåò: x ∈

(
0; arctg

1

2

)
.

Çàäà÷à �4. Ôóíêöèÿ f(n) îïðåäåëåíà äëÿ öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ f(1) = 1 è äâóì ñîîòíîøåíèÿì f(3n) = 3f(n), f(3n + 1) = 9f(n).
Íàéäèòå ÷èñëà n, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó f(n) = 81.

Ðåøåíèå: Çíà÷åíèå 81 ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèìåíèâ: 1) ïåðâîå ñîîòíîøåíèå 4 ðàçà;
2) ïåðâîå ñîîòíîøåíèå äâàæäû è âòîðîå � îäèí ðàç; 3) âòîðîå ñîîòíîøåíèå � äâà-
æäû. Îäíàêî äëÿ âòîðîãî âàðèàíòà èìååò çíà÷åíèå, â êàêîì ïîðÿäêå ïðèìåíÿåòñÿ
ïðàâèëî. Òàêèì îáðàçîì:

1) f(81) = 3f(27) = 9f(9) = 27f(3) = 81f(1) = 81 ⇒ n = 81 (ïåðâîå ñîîòíîøåíèå
ïðèìåíèëè 4 ðàçà);

2.1) 81 = f(1) · 81 = 27f(3) = 3 · 9f(3) = 3f(10) = f(30) ⇒ n = 30 (ïåðâîå, âòîðîå,
ïåðâîå);

2.2) 81 = f(1) · 81 = 27f(3) = 9 · 3f(3) = 9f(9) = f(28) ⇒ n = 28 (ïåðâîå, ïåðâîå,
âòîðîå);

2.3) 81 = f(1) ·81 = 9 ·9f(1) = 9f(4) = 3 ·3f(4) = 3f(12) = f(36)⇒ n = 36 (âòîðîå,
ïåðâîå, ïåðâîå);

3) 81 = f(1) · 81 = 9f(4) = f(13) ⇒ n = 13 (âòîðîå ñîîòíîøåíèå ïðèìåíèëè 2
ðàçà).

Îòâåò: 13, 36, 28, 30, 81.

Çàäà÷à �5. Â 4ABC cosA =
1

8
, áèññåêòðèñà AL =

10

3
, BC = 6. Íàéòè äëèíû

ñòîðîí AB è AC.
Ðåøåíèå:Ïóñòü AB = b, AC = c, BL = x ⇒

CL = 6 − x. Ïî ñâîéñòâó áèññåêòðèñ
b

x
=

c

6− x
,

6b− bx = cx, x =
6b

b+ c
, 6− x =

6c

b+ c
.

cos 2ϕ =
1

8
ïî óñëîâèþ, 2 cos2 ϕ−1 =

1

8
, cos2 ϕ =

9

16
,

cosϕ =
3

4
(∠A� îñòðûé, ∠ϕ òåì áîëåå).

4ABL: x2 =
36b2

(b+ c)2
= b2 +

100

9
− 2b ·

10

3
·
3

4
=

b2 +
100

9
− 5b. Àíàëîãè÷íî äëÿ 4ACL:

36c2

(b+ c)2
= c2 +

100

9
− 5c.
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36b2

(b+ c)2
= b2 +

100

9
− 5b,

36c2

(b+ c)2
= c2 +

100

9
− 5c.

Âû÷èòàåì èç ïåðâîãî óñëîâèÿ âòîðîå, ïîëó÷àåì

36(b2 − c2)
(b+ c)2

= b2 − c2 − 5(b− c). (1)

à) b = c. Òîãäà 4ABC �ðàâíîáåäðåííûé. x = 3. AL åùå è âûñîòà ⇒

b =
√
x2 + AL2 =

√
9 +

100

9
=

√
181

3
= c.

á) b 6= c. Òîãäà óñëîâèå (1) ìîæíî ñîêðàòèòü íà b − c 6= 0.
36(b+ c)

(b+ c)2
= b + c − 5.

Îáîçíà÷èì b + c = t, t > 0.
36

t
= t − 5 èëè t2 − 5t − 36 = 0 ⇒ t1 = −4 íå ïîäõîäèò,

t2 = 9, òîãäà x =
6b

b+ c
=

2

3
b. x2 =

4

9
b2 = b2 +

100

9
− 5b ⇒

5

9
b2 − 5b +

100

9
= 0 ⇒

b2 − 9b+ 20 = 0 ⇒ b1 = 4, òîãäà c1 = 5;
b2 = 5, òîãäà c2 = 4.

Îòâåò:

√
181

3
èëè (4, 5) è (5, 4).

Çàäà÷à �6. Äâå ñìåæíûå âåðøèíû êâàäðàòà ëåæàò íà ïàðàáîëå
y = x2 − 4x + 5, à äâå äðóãèå � íà ïàðàáîëå y = x2 − 2ax + a2 + 2a. Íàéòè íàè-
ìåíüøóþ ïëîùàäü ýòîãî êâàäðàòà ïðè âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a.

Ðåøåíèå: Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû ïðè x2 â îáî-
èõ óðàâíåíèÿõ îäèíàêîâûå, òî ãðàôèêè ýòèõ äâóõ ïà-
ðàáîë àáñîëþòíî èäåíòè÷íû, ò.å. îäíà ïàðàáîëà ìî-
æåò áûòü ïîëó÷åíà èç äðóãîé, è îòëè÷àþòñÿ òîëüêî
ïîëîæåíèåì âåðøèí ýòèõ ïàðàáîë:M(2, 1)� âåðøèíà
ïåðâîé ïàðàáîëû, à N(a, 2a)� âåðøèíà âòîðîé ïàðà-
áîëû. Ïîñêîëüêó õîðäû AB è DC ýòèõ äâóõ ïàðàáîë
ðàâíû è ïàðàëëåëüíû, òî îíè ðàñïîëîæåíû îäèíàêî-
âî îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèí ïàðàáîë.
Çíà÷èò, MN = AD, ò.å.

SABCD = AB · AD =MN2 = (a− 2)2 + (2a− 1)2 = 5a2 − 8a+ 5 = 5

(
a− 4

5

)2

+
9

5
.

Òàêèì îáðàçîì, Smin =
9

5
(ïðè a =

4

5
).

Îòâåò: Smin =
9

5
ïðè a =

4

5
.

Çàäà÷à �7. Íàóäà÷ó âçÿòîå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî N âîçâåäåíî â êóá. Íàé-
òè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîëó÷åííîå ÷èñëî îêàí÷èâàåòñÿ íà 44. Âûïèñàòü âñå äâó-
çíà÷íûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ çàäà÷è.
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Ðåøåíèå: Ïðåäñòàâèì N â âèäå N = a+10b+. . . , ãäå a�öèôðà åäèíèö, b�öèôðà
äåñÿòêîâ. Îíè ìîãóò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ îò 0 äî 9 âêëþ÷èòåëüíî. Íà ôîðìè-
ðîâàíèå äâóõ ïîñëåäíèõ öèôð ÷èñëà âëèÿþò òîëüêî a è b. Òîãäà N3 = a3+30a2b+ . . .

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè èñïîëüçóåì êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå P (A) =
m

n
, ãäå

m�÷èñëî áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ, n�÷èñëî âñåõ âîçìîæíûõ èñõîäîâ. ×èñëî âñåõ
âîçìîæíûõ èñõîäîâ n = 10 ·10 = 100 (10 èñõîäîâ äëÿ a, ñòîëüêî æå äëÿ b). Ïîñëåäíÿÿ
öèôðà N3 ðàâíà 4. Ñðåäè îäíîçíà÷íûõ ÷èñåë åñòü òîëüêî îäíî ÷èñëî, êóá êîòîðî-
ãî çàêàí÷èâàåòñÿ íà 4. Ýòî ÷èñëî 4, à èìåííî 43 = 64. Ñëåäîâàòåëüíî, a = 4, ïðè
ýòîì 6 ïåðåõîäèò â ðàçðÿä äåñÿòêîâ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîñëåäíåé öèôðû ìû èìååì
30a2b

10
+ 6 èëè, ïîäñòàâëÿÿ a = 4, ïîëó÷èì 48b+ 6. Ýòî ÷èñëî áóäåò îêàí÷èâàòüñÿ íà

÷åòûðå, åñëè 8b çàêàí÷èâàåòñÿ íà 8 (8 + 6 = 14). Ýòîìó óäîâëåòâîðÿþò äâà çíà÷åíèÿ
b = 1 (8) è b = 6 (48). Ïîëó÷èì 2 áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäà (m = 2). Ñëåäîâàòåëüíî,

P =
2

100
= 0,02.

Äâóçíà÷íûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ çàäà÷è � 14, 64.
Îòâåò: 0,02.

Çàäà÷à �8. Âåëè÷èíà z ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ x5 + x4 = 1. Âû÷èñëèòü

âåëè÷èíó S =
∞∏
n=0

(1 + z2
n
) = (1 + z)(1 + z2)(1 + z4)(1 + z8)(1 + z16) · . . .

Ðåøåíèå: Ïîêàæåì, ÷òî 0 < z < 1.
I) Èìååì, z4(1 + z) = 1.

Åñëè z ≤ −1, òî z4(1 + z) ≤ 0.
Åñëè −1 < z < 0, òî z4(1 + z) < z4 < 1.
Åñëè z ≥ 1, òî z4(1 + z) ≥ 2.
Ñëåäîâàòåëüíî, 0 < z < 1.

II) 0 < z < 1 ñëåäóåò èç ãðàôè÷åñêî-
ãî ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Èìååì äàëåå:
1 + z = 1 + z
(1 + z)(1 + z2) = 1 + z + z2 + z3

(1 + z)(1 + z2)(1 + z4) = 1+ z + z2 + z3 +
z4 + z5 + z6 + z7

è ò.ä. Â êîíå÷íîì èòîãå èìååì áåñêîíå÷-
íî óáûâàþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåñ-

ñèþ, S =
∞∑
n=0

zn =
1

1− z
. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

z4(1 + z) = 1, ìîæíî ïîëó÷èòü åùå ýêâèâàëåíòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ S:

S =
1

1− z
=
z4(z + 1)

1− z
=
z5 + z4

1− z
=

2

1− z
− (z4 + 2z3 + 2z2 + 2z + 2)

ïîñëåäíåå âûðàæåíèå � äåëåíèå ÷èñëèòåëÿ íà çíàìåíàòåëü. Âñå çíà÷åíèÿ S � âåð-
íûå.

Îòâåò:
1

1− z
=
z5 + z4

1− z
è åùå ðÿä ýêâèâàëåíòíûõ âûðàæåíèé.
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Çàäà÷à �9. Â êóá ñ ðåáðîì a = 60 âïèñàíû òðè ñôåðû îäèíàêîâîãî ðàäèóñà r
òàê, ÷òî ñôåðû ïîïàðíî êàñàþòñÿ äðóã äðóãà, êàæäîé ãðàíè êóáà êàñàåòñÿ êàêàÿ-òî
ñôåðà è êàæäàÿ ñôåðà êàñàåòñÿ êàê ìèíèìóì äâóõ ãðàíåé êóáà. Íàéòè âîçìîæíûå
çíà÷åíèÿ ðàäèóñà r, åñëè èçâåñòíî, ÷òî r�íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Ðåøåíèå: Ïóñòü a�ðåáðî êóáà, r�ðàäèóñ êàæäîé èç òð¼õ îäèíàêîâûõ ñôåð.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òî÷åê, êîòîðîìó ìîãóò ïðèíàäëåæàòü öåíòðû ñôåð.

Òàê êàê êàæäàÿ ñôåðà êàñàåòñÿ êàê ìèíèìóì äâóõ ãðàíåé êóáà, òîãäà öåíòðû
ñôåð ïðèíàäëåæàò ðåáðàì äðóãîãî, ìåíüøåãî êóáà ñ ðåáðîì b = a−2r, öåíòð êîòîðîãî
ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì èñõîäíîãî êóáà è ãðàíè êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû ñîîòâåòñòâóþùèì
ãðàíÿì èñõîäíîãî êóáà è íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè ðàäèóñà r îò ñîîòâåòñòâóþùèõ
ãðàíåé èñõîäíîãî êóáà (ñìîòðè ðèñóíîê 1).

Ïîñêîëüêó ñôåðû ïîïàðíî êàñàþòñÿ äðóã äðóãà, òîãäà öåíòðû ñôåð îáðàçóþò
ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé c = 2r. Ïðè ýòîì êàæäîé ãðàíè êóáà êàñàåòñÿ
êàêàÿ-òî ñôåðà, ïîýòîìó ðåáðà, íà êîòîðûõ ëåæàò öåíòðû ñôåð (âåðøèíû ïðàâèëüíî-
ãî òðåóãîëüíèêà), â ñîâîêóïíîñòè ÿâëÿþòñÿ ãðàíèöàìè âñåõ øåñòè ãðàíåé ìåíüøåãî
êóáà ñ ðåáðîì b = a− 2r.

Ðèñóíîê 1

Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â âåðøèíå èñõîäíîãî êóáà è ðàñïîëîæèì
âåðøèíû ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà òàê, ÷òîáû îíè íàõîäèëèñü íà òð¼õ ñêðåùèâà-
þùèõñÿ ðåáðàõ ìåíüøåãî êóáà, à òàêæå íàõîäèëèñü íà ðàññòîÿíèè x îò íåêîòîðûõ
òð¼õ ãðàíåé èñõîäíîãî êóáà. Òîãäà êîîðäèíàòû âåðøèí ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà
èìåþò âèä

(x; r; r), (r; a− r; a− x), (a− r;x; a− r),

ãäå r ≤ x ≤ a−r, òî åñòü x ∈ [r; a−r]. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà
îäèíàêîâû è ðàâíû √

(r − x)2 + (a− 2r)2 + (a− x− r)2 = 2r,
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îòêóäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

(r − x)2 + (a− 2r)2 + (a− x− r)2 = 4r2, ⇒
r2 − 2rx+ x2 + a2 − 4ra+ 4r2 + a2 + r2 + x2 − 2ar − 2ax+ 2rx = 4r2, ⇒

2x2 + 2r2 + 2a2 − 2ax− 6ra = 0, ⇒
r2 − 3ra+ x2 − ax+ a2 = 0, ⇒

r2 − 3ra+ x2 − 2 · x · a
2
+
a2

4
+

3a2

4
= 0, ⇒

r2 − 3ra+
(
x− a

2

)2
+

3a2

4
= 0, ⇒

r1,2 =
3a

2
±

√(
3a

2

)2

−
(
x− a

2

)2
− 3a2

4
=

3a

2
±
√

9a2

4
−
(
x− a

2

)2
− 3a2

4
=

=
3a

2
±
√

3a2

2
−
(
x− a

2

)2
.

Òàê êàê ðàäèóñ r íå ìîæåò áûòü áîëüøå a è òåì áîëåå áûòü áîëüøå
3a

2
, òîãäà çíàê

¾+¿ íåâîçìîæåí, ïîýòîìó

r =
3a

2
−
√

3a2

2
−
(
x− a

2

)2
.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ

(
x−

a

2

)2

ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, òîãäà íàèìåíüøåå çíà÷åíèå

r áóäåò ïðè íàèìåíüøåì âîçìîæíîì çíà÷åíèè ñëàãàåìîãî

(
x−

a

2

)2

= 0, òî åñòü ïðè

x =
a

2
. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èì

r =
3a

2
−
√

3a2

2
− 0 =

3a

2
−
√

3

2
a =

3a

2
−
√
3√
2
a =

3−
√
6

2
a.

Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå çíà÷åíèå r áóäåò ïðè íàèáîëüøåì çíà÷åíèè

(
x−

a

2

)2

. Íà

îòðåçêå x ∈ [r; a − r] êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ

(
x−

a

2

)2

ïðèíèìàåò îäèíàêîâûå íàè-

áîëüøèå çíà÷åíèÿ â êîíöàõ îòðåçêà x = r è x = a− r, ïîñêîëüêó(
(a− r)− a

2

)2
=
(
a− r − a

2

)2
=
(a
2
− r
)2

=
(
r − a

2

)2
.

Òîãäà íàèáîëüøåå çíà÷åíèå r ìîæíî íàéòè èç óðàâíåíèÿ r2−3ra+x2−ax+a2 = 0
ïðè x = r. Ïîëó÷èì

r2 − 3ra+ r2 − ar + a2 = 0, ⇒ 2r2 − 4ra+ a2, ⇒ r2 − 2ra+
a2

2
, ⇒

r1,2 = a±
√
a2 − a2

2
= a±

√
a2

2
= a± 1√

2
a =

2±
√
2

2
a.
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Òàê êàê ðàäèóñ r íå ìîæåò áûòü áîëüøå a, òîãäà çíàê ¾+¿ íåâîçìîæåí, ïîýòîìó

r =
2−
√
2

2
a.

Ðèñóíîê 2

Çàìåòèì, ÷òî âî âòîðîì ñëó÷àå âñå òðè ñôåðû êàñàþòñÿ òð¼õ ãðàíåé êóáà, ïîýòî-

ìó ðàäèóñ ñôåðû áîëüøå, ÷åì r =
2−
√
2

2
a, áûòü íå ìîæåò (èíà÷å ñôåðû âûéäóò

çà ãðàíèöó êóáà). À â ïåðâîì ñëó÷àå öåíòð ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà, îáðà-
çîâàííîãî öåíòðàìè òð¼õ ñôåð, íàõîäèòñÿ â öåíòðå èñõîäíîãî êóáà è îòðåçêè, ñî-
åäèíÿþùèå öåíòð ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ñ åãî âåðøèíàìè ïåðïåíäèêóëÿð-
íû ñîîòâåòñòâóþùèì ðåáðàì èñõîäíîãî êóáà, ïîýòîìó ðàäèóñ ñôåðû ìåíüøå, ÷åì

r =
3−
√
6

2
a, òîæå áûòü íå ìîæåò (ñìîòðè ðèñóíîê 2). Íàêîíåö, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ

r =
3a

2
−

√√√√3a2

2
−

(
x−

a

2

)2

íåïðåðûâíà íà îòðåçêå x ∈ [r; a − r], òî ðàäèóñ ñôåð r

ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà r ∈

[
3−
√
6

2
a;

2−
√
2

2
a

]
.

Ïîäñòàâèì èçâåñòíîå çíà÷åíèå a = 60, òîãäà ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

30(3−
√
6) ≤ r ≤ 30(2−

√
2), ⇒ 90− 30

√
6 ≤ r ≤ 60− 30

√
2.

Íàéäåì êâàäðàòû âû÷èòàåìûõ ÷èñåë.
Òàê êàê (30

√
6)2 = 5400 è 732 = 5329, 742 = 5476, òîãäà 73 < 30

√
6 < 74, è ïîýòîìó

16 = 90− 74 < 90− 30
√
6 < 90− 73 = 17.

Òàê êàê (30
√
2)2 = 1800 è 422 = 1764, 432 = 1849, òîãäà 42 < 30

√
2 < 43, è ïîýòîìó

17 = 60− 43 < 60− 30
√
2 < 60− 42 = 18.
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Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ðàäèóñà ñôåð r, êîòîðîå ÿâëÿ-
åòñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì, ðàâíî r = 17.

Îòâåò: r = 17.

Çàäà÷à �10. Ðåøèòü óðàâíåíèå√√
2x− 1 +

√
3x− 1−

√
x− 4
√
2x− 1− 4

√
3x− 1 + 4

√
x = 0.

Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èâ
√
2x− 1 = a,

√
3x− 1 = b,

√
x = c, çàïèøåì óðàâíåíèå â

âèäå √
a+ b− c−

√
a =
√
b−
√
c.

Äîìíîæèì êàæäîå èç äâóõ âûðàæåíèé íà ñîïðÿæåííîå

(
√
a+ b− c−

√
a)(
√
a+ b− c+

√
a)√

a+ b− c+
√
a

=
(
√
b−
√
c)(
√
b+
√
c)√

b+
√
c

b− c√
a+ b− c+

√
a
=

b− c√
b+
√
c

Îòñþäà ïîëó÷àåì äâà ñëó÷àÿ:

1) b− c = 0, ò.å.
√
3x− 1 =

√
x, 3x− 1 = x, x1 =

1

2
.

2)
√
a+ b− c +

√
a =

√
b +
√
c. Âû÷èòàÿ èç ýòîãî ðàâåíñòâà ïî÷ëåííî èñõîäíîå

ðàâåíñòâî
√
a+ b− c−

√
a =
√
b−
√
c, ïîëó÷èì, ÷òî a = c, ò.å.

√
2x− 1 =

√
x, x2 = 1.

Îòâåò: x1 =
1

2
, x2 = 1.
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